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1. Freinage d'un chariot de féte foraine

Un chariot lancé a 20 m-s~1 est freiné, et sa vitesse f(t) est modélisée par une fonction dépendant du temps. Les questions
étudient une équation différentielle, les variations et la limite de f, la distance parcourue, un développement limité et la
tangente en zéro.

Partie A - Résolution d'une équation différentielle
Question 1. a. Résoudre I'équation différentielle homogeéne (Eo) : y' + 0,8y = 0.
On utilise la formule donnée pour I'équation homogene : pour y' + ay = 0, les solutions sont y(t) = Ce . Ici,

a=0,8.

v REPONSE A RETENIR

Sur [0; +ool, y(t) = Ce %%, avec C € R.

Question 1. b. La fonction g est définie sur [0 ; +oo[ par g(t) = 5. Vérifier que g est une solution de (E) : y' +
0,8y = 4.

Comme g(t) = 5 est constante, ¢'(¢) = 0. Alors ¢'(¢) + 0,8¢(t) = 0+ 0,8 x 5 = 4, ce qui vérifie I'équation (E).

v REPONSE A RETENIR

g(t) = 5 est bien une solution de (E).

Question 1. c. Déduire des questions précédentes I'ensemble des solutions de I'équation différentielle (E)
:y'+0,8y=4.

Les solutions de (E) s'obtiennent en ajoutant une solution particuliere, ici g(t) = 5, aux solutions de I'équation
homogeéne associée.

v REPONSE A RETENIR

Sur [0; +o00[, y(t) = 5 + Ce 08, avec C € R.

Question 2. Déterminer la solution f de (E) qui vérifie la condition initiale f(0) = 20.

Dans la solution générale, la condition initiale donne f(0) =5 + C = 20, puisque e’ = 1. Ainsi, C = 20 — 5 = 15.

v REPONSE A RETENIR

f(t) = 15e 08 1 5.
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Partie B - Etude de la fonction f
Question 1. a. Pour f(t) = 15e70-st + 5, démontrer que la limite de f(t) lorsque t tend vers +» est égale a 5.

Lorsque t — +o0, —0, 8t — —oo, donc e %% — 0. Par somme et produit, f(¢) = 15e %% + 5 tend vers 5.

v REPONSE A RETENIR

lim f(t) =5.

t—+00

Question 1. b. Déduire de la limite précédente que la courbe représentative C de f admet une asymptote,
et en donner une équation.

Une limite finie de f(¢) en 400 donne une asymptote horizontale a la courbe. Son ordonnée est égale a cette

limite.

v REPONSE A RETENIR

Asymptote horizontale : y = 5.

Question 2. En admettant que, pour tout t de [0 ; +o[, f'(t) = —12e~0-5t, dresser le tableau de variation de f
sur cet intervalle.

Pour tout t > 0, e %8 > 0, donc f/(t) = —12e %8 < 0. La fonction est strictement décroissante, part de f(0) = 20
et tend vers 5.

t 0 400
f(t) -
() 20 N b

v REPONSE A RETENIR

f décroit strictement de 20 vers 5 sur [0; +o0].

Question 3. A partir de I'étude de la fonction f, déterminer si le systéme de freinage permet au chariot de
s'arréter.

La vitesse diminue, mais sa limite est 5 m\cdotps’l, et non 0. Selon le modele, elle ne s’annule donc pas.

v REPONSE A RETENIR

Non, le chariot ne s’arréte pas selon ce modéle.
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Question 4. a. La fonction F est définie sur [0 ; +oo[ par F(t) = —18,75e~°-st + 5t. Vérifier que F est une
primitive de f sur cet intervalle.

On dérive F : F'(t) = (—18,75)(—0,8)e %8 + 5 = 15¢ %8 - 5 = f(¢). Donc F est bien une primitive de f.

v REPONSE A RETENIR

F'(t) = f(t) : F estune primitive de f.

Question 4. b. La distance parcourue entre les instants to et t. est donnée par d = ftolx f(t)dt. Calculer la
valeur exacte de la distance entre to = 0 et t. = 1, puis donner une valeur arrondie au centimeétre.

Par le théoreme fondamental, d = F(1) — F(0) = (—18,75e %% + 5) — (—18,75) = 23,75 — 18,75 *%. La

distance s’exprime en métres.

v REPONSE A RETENIR

d = 23,75 — 18, 75¢~%8 m, soit 15,33 m au centimétre prés.

Partie C - Etude locale

Question 1. Question a choix multiples : parmi les trois expressions proposées, recopier sans justification
celle qui donne le développement limité de f a I'ordre 2 au voisinage de zéro. Une réponse fausse, multiple
ou absente ne rapporte ni ne retire de point.

La troisiéme proposition est la seule qui présente un reste sous la forme t%¢(t), avec (t) — 0.

v REPONSE A RETENIR

20 — 12¢ + 4, 8t% + t2¢(t), avec 11115 e(t) = 0.
—

Question 2. Donner une équation de la tangente a la courbe C au point d'abscisse 0.

L'équation de la tangente en 0 esty = f(0) + f'(0)¢. Or f(0) = 20 et f'(0) = —12, donc on substitue ces valeurs
dans I'équation.

v REPONSE A RETENIR

y =20 — 12¢.
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2. Controle des tubes fluorescents et conformité des rivets

Une usine produit des tubes fluorescents dans deux ateliers, ou les proportions de production et les taux de défaut
different. L'exercice porte ensuite sur la durée de fonctionnement des tubes, modélisée par une loi exponentielle, et sur
I'estimation de la proportion de rivets conformes a partir d'un échantillon.

Partie A - Probabilités conditionnelles

Question 1. Construire un arbre pondéré représentant la provenance d'un tube et la présence éventuelle
d'un défaut : I'atelier 1 produit 30 % des tubes, dont 1,5 % sont défectueux, et I'atelier 2 produit 70 % des
tubes, dont 2,5 % sont défectueux.

La premiére bifurcation donne la provenance du tube : atelier 1 avec une probabilité de 0,30, atelier 2 avec une
probabilité de 0,70. Depuis chaque atelier, les branches « défaut » et « sans défaut » portent les probabilités
conditionnelles correspondantes. Pour chaque atelier, ces deux probabilités ont une somme égale a 1. Les
feuilles représentent ainsi les quatre issues possibles du prélévement.

Provenance et défaut des tubes

0,015

0,985
0,30

Himl

Non D

0,70
0,025

0,975
Non D

Himll

A et A, désignent les ateliers ; D désigne un tube défectueux.

v REPONSE A RETENIR

Branches : A;: 0,30 ; Az : 0,70. Depuis A; : D : 0,015, non D : 0,985. Depuis A; : D : 0,025, non D : 0,975.

Question 2. Calculer la probabilité P(A. n D), ou A. désigne I'événement « le tube provient de I'atelier 1 »
et D I'événement « le tube présente un défaut ».

Pour obtenir la probabilité que les deux événements se réalisent, on multiplie la probabilité de provenir de I'atelier
1 par la probabilité conditionnelle d’'un défaut dans cet atelier. Les données donnent donc :

P(A; N D) =P(A) x P(D | A;) = 0,30 x 0,015 = 0,0045. Cette probabilité concerne I'ensemble de la
production, et non uniquement les tubes de l'atelier 1.

v REPONSE A RETENIR

P(A; N D) = 0,0045, soit 0,45 %.
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Question 3. A l'aide des données de I'énoncé, déterminer la probabilité qu'un tube choisi au hasard
présente un défaut.

Un tube défectueux peut provenir de I'un ou l'autre atelier. Les deux chemins de I'arbre étant incompatibles, on
additionne leurs probabilités :

P(D) = P(A)P(D | A) + P(4;)P(D | A2).

Ainsi, P(D) = 0,30 x 0,015 + 0,70 x 0,025 = 0,022. La fréquence de défauts attendue pour la production totale
est donc de 2,2 %.

v REPONSE A RETENIR

P(D) = 0,022, soit 2,2 %.

Question 4. Sachant que le tube choisi ne présente pas de défaut, calculer la probabilité qu'il provienne
de l'atelier 2.

On cherche une probabilité conditionnelle parmi les tubes sans défaut. La probabilité d’obtenir un tube de I'atelier
2 sans défaut est 0,70 x 0,975 = 0,6825. La probabilité qu’un tube soit sans défaut vaut 1 — 0,022 = 0,978. On

divise la probabilité du chemin recherché par celle de I'événement conditionnant :
P(A; | D) = 0,6825/0,978.

v REPONSE A RETENIR

P(A, | D) ~ 0,698, soit environ 69,8 %.

Partie B - Durée de vie des tubes fluorescents

Question 1. La durée de bon fonctionnement T, exprimée en heures, suit une loi exponentielle de
paramétre A = 0,001. Déterminer son espérance E(T) et interpréter le résultat dans le contexte.

La page du sujet indique A = 0,0001 heure~1. Pour une loi exponentielle, I'espérance est I'inverse du parametre :

1 1
ET)=-= = 10000 heures.
A 0,0001

Dans le contexte, cela signifie que la durée moyenne de bon fonctionnement des tubes est de 10 000 heures. Il
s’agit d'une moyenne, et non d’'une durée garantie pour chaque tube.

v REPONSE A RETENIR

E(T) = 10000 heures.
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Question 2. Calculer, en arrondissant a 10~2, la probabilité qu'un tube choisi au hasard ait une durée de
bon fonctionnement inférieure a 8 000 heures.

Le sujet donne P(T < t) =1 — e ™, avec A = 0,0001. En remplagant ¢ par 8 000 heures :

P(T < 8000) =1 — ¢ 0,0001x8000 — 1 _ =08 ~ (5507,

La loi exponentielle est continue, donc P(T' < 8000) = P(T < 8000). Arrondie au centiéme, la probabilité vaut
0,55.

v REPONSE A RETENIR

P(T < 8000) ~ 0,55.

Question 3. Calculer, en arrondissant a 10~2, la probabilité qu'un tube choisi au hasard ait une durée de
bon fonctionnement supérieure a 10 000 heures.

Pour une durée supérieure a t, on prend le complément de la probabilité d’'une durée inférieure ou égale a t. Avec
la formule fournie, cela donne P(T > t) = e *. Pour ¢t = 10000 heures :

P(T > 10000) = ¢~ %0001x10000 — =1 ~ () 3679.

Arrondie au centieme, cette probabilité vaut 0,37.

v REPONSE A RETENIR

P(T > 10000) ~ 0,37.

Partie C - Intervalle de confiance

Question 1. Un échantillon de 1 000 rivets contient 975 rivets conformes. Donner une estimation
ponctuelle de la proportion inconnue p de rivets conformes dans I'ensemble de la production.

L'estimation ponctuelle de la proportion inconnue est la fréquence observée dans I'échantillon. Sur 1 000 rivets,

975 sont conformes, donc

f= 95 _ 0,975.
1000

Cette fréquence sert d’estimation de la proportion de rivets conformes dans I'ensemble de la production.
Exprimée en pourcentage, elle correspond a 97,5 %.

v REPONSE A RETENIR

f = 0,975, soit 97,5 %.
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Question 2. Déterminer, a lI'aide de la formule fournie, un intervalle de confiance centré sur la fréquence
observée pour la proportion p, au niveau de confiance de 95 %. Arrondir les bornes a 102 preés.

La fréquence observée est f = 0,975 et I'effectif est n = 1000. On applique la formule donnée dans le sujet :

lf - 1,96\/w S f+ 1,96\/¥ .

Les bornes obtenues sont environ 0,965323 et 0,984677. Arrondies au millieme, elles donnent I'intervalle
demandé.

v REPONSE A RETENIR

Intervalle de confiance a 95 % : [0,965 ; 0,985].
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SYNTHESE DE L’EPREUVE & REFERENTIEL » BTS METIERS DE LA CHIMIE

Ce qu'il faut retenir de ce sujet (Session 2022)

Bilan de I’épreuve : Cette épreuve de mathématiques du BTS, Groupement B, session 2022, porte le code 22MATGRB1.
D'une durée de deux heures, son coefficient est 2, sauf en Traitement des matériaux ou il est 3. Elle étudie le freinage d'un
chariot et le contréle de tubes fluorescents et de rivets, en évaluant équations différentielles, analyse de fonctions, probabilités
et estimation statistique.

Notions-clés, formules & régles a maitriser Points de vigilance & attentes du jury

« Les solutions de y' + ay = 0 sont y(t) = ke=at ; une solution « Dans l'arbre pondéré, inscrire les probabilités de
particuliere permet de construire celles de I'équation provenance puis les probabilités conditionnelles de défaut
différentielle compleéte. sur les branches correspondantes.

« Sif(t) tend vers une limite finie L quand t tend vers +o, la « Pour une probabilité conditionnelle, diviser la probabilité
courbe de f admet I'asymptote horizontale d'équation 'y = de l'intersection par la probabilité de I'événement connu.
L. « Ne pas confondre une vitesse qui tend vers 5 m-s—t avec

« Pour une loi exponentielle de parameétre A, E(T) = 1/A et une vitesse qui tend vers zéro : le chariot ne s'arréte pas
P(T<st)=1-eA. selon le modéle.

« Pour une fréquence f observée sur n valeurs, l'intervalle « Conserver les valeurs exactes pendant les calculs et
fourni a 95 % est [f — 1,96V(f(1-f)/n) ; f + 1,96V(f(1-f)/n)]. appliquer seulement I'arrondi demandé, notamment au

centimétre ou a 10-2 et 10-3.

Questions fréquentes sur cette épreuve (Q&A Examen)

Q : Comment calculer la probabilité qu'un tube provienne d'un atelier et présente un défaut ?

Dans l'arbre, la probabilité d'une intersection se calcule en multipliant les probabilités des branches qui la composent. Pour A; n D,
multipliez la proportion produite par I'atelier 1 par son taux conditionnel de défaut.

Q : Comment calculer la probabilité qu'un tube dure plus longtemps qu'un seuil ?

La loi exponentielle donne P(T <t) =1 — e~Al Pour calculer la probabilité d'une durée supérieure a t, utilisez I'événement complémentaire :
P(T>t)=e™A\.

Q : Comment organiser les calculs et les arrondis pendant I'épreuve ?

L'épreuve dure deux heures et I'usage de la calculatrice est autorisé. Gardez les valeurs exactes autant que possible, puis arrondissez
uniguement selon la consigne de chaque question : au centimétre, a 1072 ou a 1073,

Q : Quelles présentations facilitent I'évaluation des réponses ?

Montrez les formules et les étapes utiles, puis interprétez les résultats dans le contexte. Sur un tableau de variation, indiquez le signe de la
dérivée et les limites ; pour un intervalle, écrivez clairement les deux bornes et leur arrondi.

Sujet officiel associé (PDF) : https://Ibtsmc.frlassets/annales/bts-mc/E2 - Mathématiques/2022/BTS MC - E2 - Mathématiques - Session
2022 - 1-Sujet.pdf
Ressources BTS Métiers de la Chimie : Toutes les annales & corrigés ¢ Fiches de révision complétes ¢ Simulateur de notes d’examen
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